
Discussione di un sistema lineare parametrico 
 
Prima di dare inizio alla discussione di un sistema lineare è bene ricordare che: 
a) un sistema di m equazioni lineari in n incognite ammette soluzioni quando la matrice 

dei coefficienti e la matrice completa hanno lo stesso rango (Rouché Capelli); 
 
b) Un sistema lineare di n equazioni in n incognite ammette una ed una sola soluzione 

quando il determinante D del sistema è diverso da zero (Cramer) e tali soluzioni sono 

date da: 
D
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i = , essendo Di il determinante che si ottiene da D sostituendo alla sua i-

esima colonna la colonna dei termini noti. 
 
Osserviamo inoltre che: 
Se, in particolare, il sistema è lineare omogeneo (tutti i termini noti sono nulli), questo 
ammette sempre la soluzione banale, ossia quella nulla. (I sistemi omogenei sono quindi 
sempre possibili). 
Riferendoci al caso a) possiamo aggiungere quanto segue: 
Se la matrice incompleta ha rango k consideriamo il sistema formato dalle k equazioni che 
hanno come matrice incompleta quella di rango k.  
Si possono presentare i seguenti casi: 
• k<n Il sistema avrà  soluzioni; kn−∞
• k=n Il sistema ammette una sola soluzione e questa si ricava mediante la regola di 

Cramer. 
 
Esempio a) 

Risolvere il sistema:               
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Poiché matrice incompleta e matrice completa hanno rango 2, consideriamo il sistema: 
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E, con la regola di Cramer otteniamo le ∞  soluzioni: 1
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Esempio b) 

Risolvere il sistema:             
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Poiché matrice incompleta e matrice completa hanno rango 2, consideriamo il sistema: 





−=−
=+
112
132

yx
yx

 

E, con la regola di Cramer otteniamo le soluzioni 73
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Sistemi lineari omogenei 

Il determinante del sistema  è uguale a zero. Quindi detto sistema, oltre 

alla soluzione banale ammette infinite soluzioni. Più precisamente, poiché il rango della 
matrice incompleta è uguale a 2 (vedi gli elementi a ) il sistema ha  

soluzioni:  
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Sistemi lineari omogenei e parametrici 
 

1. Studiare il sistema:  
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Osserviamo che il determinante del sistema è uguale a zero per . 
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Possiamo quindi affermare che per  il sistema ammette la sola soluzione 

banale. Per k=0 possiede le soluzioni . Per 
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2. Determinare per quale valore di  il sistema parametrico  ammette 

non banali. 
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Poiché il determinante del sistema si annulla per k , per tali valori ammette 

soluzioni non banali. Più precisamente, per  si ha: 
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3.  Studiare il sistema: . 
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Essendo  il sistema ammette la soluzione banale per a . 13 −= aD 1≠
Per a=1 la matrice del sistema ha rango 1 e quindi il sistema ha  soluzioni. 2∞

Sistemi lineari non omogenei e parametrici 
 
1. Studiare al variare di  il seguente sistema lineare parametrico: 
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Essendo   matrice incompleta e matrice completa hanno 
sempre rango 2. Il sistema è possibile e ammette le soluzioni: 
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2. Studiare il sistema:  con  
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Poiché Il sistema ammette soluzioni quando il determinante del sistema è diverso da 

zero poniamo: 0
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3. Studiare il sistema:  
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Consideriamo la matrice completa:  e la matrice incompleta 
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Risolvendo il determinante della matrice incompleta otteniamo: . 

Osserviamo che per 
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≠k  le due matrici hanno sicuramente la stessa 



caratteristica, quindi il sistema ammette una sola soluzione e questa può essere 
determinata mediante la regola di Cramer. 

 
 
 

4. Determinare per quali valori di k  il sistema  ha  soluzioni. ℜ∈
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Poiché il determinante del sistema è uguale a zero per , per tali valori il sistema 

avrà  soluzioni. 
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5. Studiare al variare di k  il sistema  0>
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Poiché il rango della matrice incompleta può essere al più uguale a 2, consideriamo 
per quali valori di k si annulla il determinante della matrice completa e otteniamo: 

. 1=k
Quindi possiamo affermare che per  il sistema è impossibile, (Capelli). Mentre per 

 il sistema ammette le soluzioni: . 
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6. Determinare per quali valori di k  la seguente matrice  è invertibile. ℜ∈
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La matrice è invertibile quando il suo determinante è diverso da zero. In questo caso 

quando . 
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7. Studiare al variare di  il seguente sistema lineare parametrico: 
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Poiché il determinante del sistema si annulla per k=0, il sistema ammette la soluzione: 
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impossibile. 
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